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V rovině je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Paty výšek z vrcholů A, B označme po řadě A1, B1. Tečny kružnice opsané trojúhelníku CA1B1 sestrojené v bodech A1, B1 se protínají v bodě M. Dokažte, že kružnice opsané trojúhelníku AMB1, BMA1, CA1B1 procházejí jedním bodem.

Řešení:

Při řešení této úlohy bude stěžení věta o tětivových čtyřúhelnících: Čtyřúhelník je tětivový (lze mu opsat kružnici)
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je-li součet vnitřních uhlů u protilehlých vrcholů roven 180°.
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Přistoupíme tedy k samotnému řešení úlohy. Pokud si celou situaci narýsujeme, můžeme vyslovit hypotézu, že bod M je střed strany AB. Nyní tuto hypotézu dokážeme:  

 Na obr.1 máme trojúhelník vyhovující zadání. Uvažujeme pouze tečnu k A1, protože pro B1 budou všechny kroky analogické. Tečna t protne stranu AB v bodě Q, který jsem záměrně umístil mimo střed, abych při důkazu nepoužíval dokazovanou hypotézu. Bod P je bod tečny T, ležící na opačné polopřímce k polopřímce A1Q. 
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Čtyřúhelník ABA1B1 je tětivový, protože mu lze opsat Thaletovu kružnici nad úsečkou AB. Takže platí, že
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. Z rovnosti obvodového a úsekového úhlu platí 
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, a protože úhly 
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jsou vrcholové dostáváme 
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.Trojúhelník QA1B1 je tedy rovnoramenný. Dále
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Trojúhelník AA1Q je tedy také rovnoramenný, a tak platí 
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Pro tečnu v bodě B1 postupujeme analogicky a dostaneme stejnou rovnost. Proto platí, že se tečny ke kružnici opsané trojúhelníku A1B1C protínají v bodě M, který je zároveň středem strany AB. Tím je naše tvrzení dokázáno.

Kružnice opsané trojúhelníkům A1BM a AB1M mají dva společné body, protože vzdálenost středů těchto kružnic bude vždy větší, než součet jejich poloměrů. První společný bod je bod M a druhý společný bod označme například bod N. Bod N je souměrný s M podle osy S1S2, a proto leží v polorovině ABC. Protože čtyřúhelníky AB1NM a A1BMN jsou tětivové, platí 
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]g
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, leží bod A uvnitř trojúhelníku A1B1M. V  čtyřúhelníku CA1NB1 platí 
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 , a proto je tento čtyřúhelník tětivový, což znamená, že bod N lež na kružnici opsané trojúhelníku A1B1C. 

Tím jsme dokázali, že kružnice opsané trojúhelníkům A1B1C, A1BM a AB1M prochází jedním bodem (tím bodem je v našem případě bod N).

obr.1
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