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I.    Teorie   měření    fyzikálních    měření























   Úvod

















	

Fyzika    vychází z pozorování a pokusů,

	studuje obecné vlastnosti látek a polí

	a indukcí dospívá k obecným  kvantitativním zákonům 

	a uvádí je v logickou  soustavu tak, aby z ní deduktivně vyplývaly pozorované jevy.







Základním zdrojem fyzikálního poznání je tedy  :     -  pozorování

- a zkušenost









O  pozorování   hovoříme tehdy, probíhají-li pozorované fyzikální děje samovolně

O  pokusu   mluvíme tehdy, připravujeme-li si pozorované děje  

                      a záměrně vhodně volíme podmínky za kterých probíhají

		







Fyzikální pozorování i pokus mohou být  dvojího druhu   :

kvalitativní ( popisné)   -    je-li výsledkem pouze zjištění a popis určitého jevu

kvantitativní                   -    jsou-li výsledkem číselné závislosti mezi hodnotami

                                                      fyzikálních veličin





Def.)   Fyzikální veličina je jednota kvantity a kvality fyzikální vlastnosti ,   jejíž  je mírou





Pozn.) Kvalita veličiny X  je určena  rozměrem její jednotky.........(X(

            kvantita veličiny je  dána její velikostí..........(X(  v jednotkách  (X(	

            Píšeme     :        X = (X((X(



př.)  - dvě různě velké veličiny stejného druhu  ( např. délka 1m a délka  3 m ) mají stejnou kvalitu

        - naopak dvě stejně velké veličiny  různého druhu  ( např. hmotnost 2 kg   a napětí  5 V )

   mají stejnou kvantitu , ale různou kvalitu

- dvě fyzikální veličiny tedy nejsou totožné,když se liší pouze kvantitativně,

           ani když se liší jen kvalitativně











Číselné hodnoty  fyzikálních veličin  zjišťujeme měřením :

měřením   fyzikální   veličiny    rozumíme určení  její  velikosti v daných jednotkách

		                          ( tj. zjištění počtu jednotek v ní obsažených )















Při měření fyzikálních veličin se  setkáváme s veličinami  dvojí povahy   :    

extenzívní veličiny  (veličiny téže kvantity, téhož množství )

mají tu vlastnost, že je lze rozložit  na menší části a lze tedy zjistit, kolikrát je měřená fyzikální veličina

obsažena v jiné, kterou považujeme za jednotkovou

(např.   měření   délky, objemu, el. proudu,...)

2)   intenzívní  veličiny   (veličiny  intenzity  , stavové veličiny )

 nemají výše uvedenou vlastnost aditivnosti a nemohou být získány skládáním svých částí.

 Abychom i zde získaly exaktní vztahy mezi různými veličinami ( téže fyzikální povahy),

 zvolíme pro určitý druh fyzikálních veličin řadu veličin téhož druhu, které sestavíme do 

 stupnice.

 Každou další veličinu pak určíme tak,  že zjistíme s kterou veličinou stupnice se  shoduje

 (aniž hledáme číselné vztahy  mezi jednotkovými členy stupnice )

( patří sem např. čas, teplota, potenciál,....)











např.)  smícháním 1 m3  vody teplé 50o C  a    1 m3    vody teplé 10 o C   získáme sice 2 m3  vody

             ( objem vody je  veličina  extenzívní ),

              ale výsledná teplota vody nebude  60o C   ( teplota je veličina intenzívní ).

              Stupnice, kterou hodnotíme výsledný stav, může být víceméně libovolná

              ( Celsiova, Kelvinova, Fahrenheitova,...)          









                                                                                                     



Během času se vyvinuly různé soustavy jednotek , které se lišily jak počtem , tak i  volbou základních  

jednotek.  Až do roku  1962  se u nás užívaly tři soustavy :

soustava jednotek   MKSA ( metr, kilogram, sekunda, ampér)

                                    CGS      (centimetr, gram, sekunda)

                                    MKpS  ( metr, kilopond, sekunda)

Zákonem  35/62  Sbírky zákonů a nařízení  bylo určeno 6 základních jednotek, které jsou základními 

jednotkami  mezinárodní  měrové soustavy  ( Systéme International  d´unités -   zkratka   SI ).

Soustava SI je jedinou soustavou jednotek , které  lze  použít ve všech vědních  i  technických                  

oborech.









základní jednotky :



                   

                      základní veličiny�       

          základní jednotky        /       značka  

  ��1.     délka�      metr                                                      m��2.      hmotnost�      kilogram                                               kg��3.      čas  �      sekunda                                               s  ��4.      el. proud�      ampér                                                   A ��5.      termodynamická teplota�       kelvin                                                   K��6.      svítivost                                                 �       kandela                                                 cd��7.      látkové množství�       mol                                                        mol ��

(V oborech molekulové fyziky a fyzikální chemie se v rozměrech uvádí také    mol.(



                   

                         doplňkové veličiny�

                  doplňkové jednotky         /    značka�����                     rovinný úhel�                   radián                                        rad��                     prostorový úhel�                   steradián                                    sr��









hlavní jednotky :



Kromě základních veličin užíváme též veličin odvozených ( odvozených na základě definičních vztahů)  :

kterým říkáme    hlavní jednotky  

např.                                     

                                                    s                                                   m

          rychlost     :� v= s/t �        v  =   ((                    ,            ( v  (  =  (         ,

                                                     t                                                   s        



                                                   v                                                      m

          zrychlení   :          a  =  ((                        ,          ( a (   =   (       ,

                                                   t                                                         s2







                                                                                                                   m

          síla            :            F  =   ma                         ,          (F(   =   kg  ((    =   N

                                                                                                                    s2





       Základní a hlavní jednotky tvoří  spolu soustavu SI.

3) násobné a dílčí jednotky :



Násobky a díly základních jednotek se  tvoří  přednostně podle 3. mocniny deseti  těmito

předponami :



předpona�značka��předpona�značka�

��kilo�k�103�mili�m�10-3��mega�M�106�mikro�(�10-6��giga�G�109�nano�n�10-9��tera�T�1012�piko�p�10-12�����femto�f�10-15�����atto�a�10-18��









vedlejší jednotky :



litr,  kilopond,  watthodina,  kilokalorie,  elektronvolt,   ...













Každá fyzikální veličina je charakterizována    :

číselnou hodnotou,  udávající  kvantitu

 měrnou jednotkou























































II.      Základy teorie chyb                                             











O žádné změřené fyzikální veličině  nemůžeme říci , že byla změřena absolutně přesně.

I sebepečlivější  měření , provedená na nejdokonalejších  přístrojích  , jsou zatížena chybou.



Chyby jsou  nutným následkem      =  nedokonalosti našich smyslů

			               =  nepřesnosti měřících přístrojů

				=  a nemožnosti splnit zcela přesně  jisté podmínky měření 

				     ( časová a  místní stálost tlaku, teploty, vlhkosti,...)

Nelze ani úplně odstranit vnější vlivy ( otřesy půdy,  vnější silová pole,... )





Avšak i kdyby se  odstranění rušivých vlivů podařilo,  zůstává  nakonec ta okolnost, že samotným měřením  do  jisté míry  měníme měřenou  veličinu, takže naměřená hodnota  není úplně totožná s hodnotou veličiny před měřením.

( V kvantové fyzice   -   Heisenbergova relace neurčitosti, podle které nelze současně  měřit hybnost a polohu téže částice s lib. přesností   .   Vlnová mechanika neumožňuje  jednoznačně určit okamžitou polohu částice  -  umožňuje  určit  jen pravděpodobnost , s jakou se částice  v daném  místě vyskytuje. )





O existenci chyb měření se můžeme přesvědčit tak, že totéž měření několikrát zopakujeme  -  obdržíme různé výsledky, které se zpravidla od sebe příliš neliší.

 

Skutečnost , že výskyt chyb je nevyhnutelný, nesnižuje nijak význam měření.

Výskyt chyb lze totiž  podstatně snížit výběrem vhodné metody a vhodných měřících přístrojů,

jiné chyby lze statisticky vyhodnotit  a  odhadnout jejich velikost.









Chyby měření  lze rozdělit podle jejich původu do 3 skupin    :



 chyby   hrubé    ( omyly )

jsou způsobeny nepozorností   při     (  měření

zápisu výsledků

použití vadných  přístrojů   ....

snadno  je poznáme podle toho, že se nápadně liší od ostatních  hodnot měření

při  zpracování výsledků měření je nebereme v úvahu a provádíme místo nich kontrolní nebo doplňující měření 



 chyby   soustavné     ( systematické )

jsou způsobeny nestále toutéž příčinou, kterou obvykle neznáme předem

projeví se tak, že při mnohanásobném opakování měření je výsledek měření větší nebo menší než je správná hodnota

1) mohou být způsobeny  nedokonalostí použité metody

(například neuvažujeme-li při vážení  těles z látek o různé hmotnosti  vztlak              

vzduchu,

užíváme-li při měření tíhového zrychlení pomocí fyzického kyvadla příliš

velkého rozkmitu, ačkoliv  vzorec byl  odvozen za předpokladu nulových

      kmitů)

 	     2) jinou příčinou může být   použití nesprávných nebo nepřesných přístrojů a  srovnávacích normálů     

(  tj. např. přístroje,které nesprávně ukazují  nulu  -    např.   ampérmetry, 

 mikrometrický šroub,...)

nebo také   osobní  chyby   ,  které jsou závislé na schopnostech pozorovatele

( např. soustavné zaokrouhlování hodnot čtených na stupnici nahoru    

nebo  dolů  )

Systematické chyby  lze    vyloučit nebo silně omezit  :

tutéž veličinu měříme různými metodami

     „         „               „          „        přístroji

s toutéž aparaturou provádí měření nezávisle na sobě více 

       pracovníků                             



chyby   náhodné    ( nahodilé )	

nemají pravidelný charakter jako tomu bylo u chyb soustavných

zjistíme je tak, že i po odstranění chyb hrubých a soustavných se budou jednotlivá měření téže veličiny od sebe lišit,  aniž bychom dokázali určit přesnou příčinu

bývají způsobeny mnoha příčinami

       ( např.  kolísání tlaku, teploty a vlhkosti vzduchu během měření, změnami vlastností materiálu

        např. pružnosti,   malými změnami magnetického pole Země,  

        mění se i subjektivní podmínky -  úhel pohledu na stupnici, únava,...)

přestože příčinu nahodilých chyb neznáme,  můžeme tyto chyby matematickými metodami zpracovat                  

      neboť   známe jejich charakteristické vlastnosti  :

malé chyby se vyskytují mnohem častěji než velké

při nekonečně velkém počtu měření je součet nahodilých chyb roven nule

       ( vliv  chyb záporných je vyeliminován vlivem chyb kladných)

vznikají působením různých náhod, které jsou pro pozorovatele zpravidla nepostřehnutelné

nejeví žádnou pravidelnost a projevují se v tom, že při opakovaném měření téže veličiny nedostáváme týž výsledek nýbrž hodnoty jsou nepravidelně rozptýlené kolem jakési střední hodnoty

nelze je odstranit

vliv náhodných chyb  na přesnost měření lze zmenšit tím, že  měření provedeme mnohokrát a z daných hodnot  určíme pravděpodobnou hodnotu měřené veličiny ( čím víc měření provedeme, tím lépe odpovídá pravděpodobná hodnota hodnotě skutečné )

      ( např. měření náboje elektronu , provedené R.A.Millikanem nebo  určení Avogadrovy  konstanty          

      NA = 6,023.1023    mol -1    provedené Perrinem a Svedborgem , trvala několik let a bylo při nich             

      provedeno  až 10 000 měření mikroskopicky malých  částeček , jejich drah a jiných veličin )









Výsledky měření lze graficky znázornit   pomocí tzv.  Gaussovy křivky  :



                     � VLOŽIT Word.Picture.6  ���





na vodorovnou osu  nanášíme číselné hodnoty dané měřené veličiny

na svislou osu  údaje o tom , kolikrát se tato hodnota v daném souboru vyskytla



( není-li statistický soubor velký je vhodné rozdělit vodorovnou osu na jednotlivé stejné intervaly a pokládat výsledky určitého takového intervalu hodnot za výsledek jediný )

obecně lze říci, že výsledky měření jsou nejhustěji seskupeny kolem určité střední hodnoty                                





































()       Zpracování výsledků přímých měření   : 



Předpokládejme nyní, že provedeme dosti velký počet   n měření určité veličiny, jejíž skutečná hodnota je  x  ( tuto hodnotu však neznáme )  a že dochází jen k náhodným chybám.

�

                

    

      Počet měření�

získaná hodnota veličiny �odchylky výsledků jednotlivých měření od aritmetických průměrů�

              (( x )2��                  1          �                   x1�                ( x 1  �  ��                  2�                   x2�                (x 2���                  .�                   .�                  .���                  .�                   .�                  .���                  . �                   .�                  .���                  n�                   xn�                (x n���

           součet

�

           ( xi =�                    _

       (( x i =   x    -   xi �

             ( (( x i )2 =��

           aritmetický

           průměr�         __        ( x i

          x   =   ((

                        n�                   _

          (xi =  x    -  xi

���

                                       







     

Základní úkoly teorie chyb     :                    



                                                1)    z výsledků měření stanovit správnou hodnotu měřené veličiny

zhodnotit přesnost měření













 Základní   typy   chyb   měření    :







I)    ABSOLUTNÍ  CHYBY  :_





     možná chyba aritmetického průměru      (   :

               (Pro skutečnou hodnotu  x  měřené veličiny udává možná chyba meze příliš hrubé )

	Označme   :   2(  =  x i max -  x j min ,     pak   (  = ( x i max -  x j min  )/2



       xi   (    (  xj min  - xi max (  =  (((x  -  ((,((x  + (  (	

                pak všechny naměřené hodnoty    



				

	                                                                                                   



     x = ( ((x   (  (  )

píšeme :                                                                          









2)      průměrná  (odchylka )   chyba      (x   aritmetického průměru   :

                  1    n                                1    n

    (x  =   (  ((( (x   - ( xi(  =   ( ((((xi(

                  n   i=1                                n  i=1          

  

	

	







     x  =  ( ( x   (  ( x  )

                                            píšeme  :        









3)       střední kvadratická chyba    (   aritmetického průměru   :

                                      n

                        ( (xi 

     (( =  (     ---i=1-----------

                        n(n-1)













 

   píšeme  :



x  = (x  ((( )

		 







4)        pravděpodobná chyba      (      aritmetického průměru   :

             2

((  =   (   (

             3



 























příklad)

	na výpočet možné a střední chyby   -   měření tloušťky    d  skleněné desky mikroskopem :







      číslo měření�    naměřené hodnoty

                  d i  �               (di�             (di2��                  �                mm                           �                mm�             mm2��                 1.   �               2,32�          + 0,018�      0,000 324��                 2.   �               2,35�          -  0,012�      0,000 144��                 3.�               2,37�          -  0,032�      0,001 024��                 4. �               2,31 �          + 0,028 �      0,000 784��                 5.�               2,33�          + 0,008 �      0,000 064��                 6. �               2,36�          -  0,022�      0,000 484��                 7.�               2,35�          -  0,012�      0,000 144��                 8.�               2,34�          -  0,002�      0,000 004��                 9.�               2,33�          + 0,008 �      0,000 064��                10.�               2,32�          + 0,018�      0,000 324��       �       (d  =  2,338�    ( dk+  =  + 0,080

    (  d l(  =  - 0,080�((di2 = 0,003 360

��



                                                2,37 - 2,31

Možná chyba      :     ((   =   (((((   = 0,03

                                                       2

 

Je tedy v prvém přiblížení tloušťka desky    d  =  ( 2,34  (  0,03 ) mm

                          

                                            0,003 036

Střední chyba   (   =    ( (((((     =  (   0,000 037   =   0,006

                                               10 . 9



Přesnější výsledek pro tloušťku desky je    d  =  ( 2,338  ( 0,006 ) mm.









Pozn.)

           Možnou i střední chybu vypočítáme vždy  jen na   jednu platnou cifru .

           Aritmetický průměr, k němuž chyba přísluší, zaokrouhlujeme pak na to desetinné místo,které 

           může být postiženo chybou.

















Možná chyba,průměrná chyba a střední kvadratická chyba se nazývají       chyby absolutní.

Jejich velikost nám nic neříká o přesnosti měření.

Například :  délka   l = 200 m    s možnou chybou    (l = 20 cm  (   tato chyba činí   0,1 ( změřené délky.

	      Délka   2,5 cm   s možnou chybou   1 mm   (  tato chyba činí  4 ( změřené délky.

tedy 1. Měření je daleko přesnější než druhé, i když jeho absolutní chyba je  200 krát

                            větší než v 2. případě.



Proto zavádíme   relativní chyby    jako poměr absolutní chyby a změřené veličiny.

II)        RELATIVNÍ     CHYBY     :







1)   Relativní možná chyba aritmetického průměru

                    (  

        (m  =  (

                  (x













2)    Relativní průměrná chyba aritmetického průměru

                      (x

           (p( =   (

                     (x

       





             









3)    Relativní  střední kvadratická chyba aritmetického průměru



                     (

     (kv    =   (

                   (x



              

                            





		





Relativní  chyba se určuje na  jednu platnou cifru  a vyjadřuje se obvykle v procentech.











Matematické  zpracování naměřených  hodnot  :



1)  změřit hodnoty fyzikální veličiny   (x1 , x2 , .... )

2)  spočítat aritmetický průměr (x   a  zaokrouhlit tak, aby obsahoval nejméně o 1 desetinné místo víc než naměřené

      hodnoty

3)   vypočítat  odchylky  všech měření  od aritmetického průměru

      ( pro kontrolu -  musí platit , že součet všech těchto odchylek se rovná nule )

vypočítat střední kvadratickou chybu   (  - je to absolutní chyba  celého měření, která zaručuje, že správná                  

   hodnota leží v intervalu   ((x - ( , (x + (  )   s pravděpodobností 68,5 (

5)   zaokrouhlit střední kvadratickou chybu na  1 platnou číslici    ( např.  127....100,    0,00567......0,006,

    17 865 ........ 20 000 ) . Platná číslice je první číslice zleva nenulová.

6)   zaokrouhlit aritmetický průměr na tolik desetinných míst, kolik jich má  střední kvadratická chyba

7)   zapíšeme výsledek měření  ve tvaru      a  = (a  (  (

8)   určení relativní chyby měření   ze vztahu     (( (   ( ((a       - pro zjištění úplné informace o přesnosti

      měření













((     Určení  relativní chyby veličiny     získané výpočtem

 z naměřených veličin  :



Označme   :  A,B,C,.....skutečnou hodnotu fyzikální veličiny

	       a,b,c,.......její aritmetické průměry získané z naměřených hodnot

	       (,(,(,.......absolutní chyby aritmetických průměrů



Pro veličinu                A............ A = a  +  (,

pro jinou veličinu       B............ B =  b  +  (.



Čísla a,b,((( jsou čísla nezáporná.                         (         ( 

Relativní chyby v určení veličin   A , B  jsou      ((   ,   (

                                                                                     a          b

           



1)      relativní chyba v určení součtu          A + B   :	

          

              A+B = ( a  ( ( ) +  ( b ( ( ) = a + b ( ( ( ( ((( =  (a + b  ) (   (A+B



   (A+B =  (  + ((              

               

             absolutní chyba v určení součtu  ....................  A  +  B      je    	 

                   (A+B               (((((          

(A+B  =   (((  =  (((

                 a  + b          a  + b

             relativní chyba v určení součtu......................... A   +  B     je                                                                        





          



             Důkaz)

             Zápis     A =  a  ( ((    znamená   A ((( a - (((a + ((((   tj.      a ( ((( A (  a  + (       .........................      (1)

                            B =  b  ((             (          B (((  c - (((b + ((((   tj.      b  (((( B (( b ( (         .........................      (2) 

(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((                  

                                                                                                   a + b ( ((((( (  ( (((( (   a + b (((((((  ............   (1) + (2)

                                                                                                  (((((c1((((                      (((((c2((((



střední hodnota součtu    ...  A  +  B     je .....    1/2 (c2 + c1)   =  a  +  b

absolutní chyba  součtu   ...  A  +  B     je .....    1/2  (c2 - c1)   =  ((((((    

                                                                                            

                                                                                                (((((

relativní chyba součtu      ...   A  +  B     je ....      (( ( (((((                              

                                                                                                 a + b 



�- Předpokládejme například , že                         (A  (((B  

                                                                                          

                                                                           (             (     

                                                                                      tj.                     (          (    (    .............................................  (.ab

                                                                            a              b    

                                             

                                                                            (b(  (  ((a    ............................................... ((a(

                                                                   (( a + b ) ((   a( ((((((( ..................................... /:a(a+b)     

           

          (((((  

                                                                         (   (    (((((

                                                                          a               a + b    

Tzn. Relativní chyba v určení součtu    A + B je nejvýše rovna  relativní chybě té z veličin,která

         naměřena s menší přesností.

        Toto pravidlo lze rozšířit na lib. počet sčítanců.



2)   Relativní chyba v určení   rozdílu      A  -  B    :

         

         A =  a  ( ((

         B  =  b  ( (



         A - B  = (a  ( (( )  +  ( b  (  ( )  =  a + b  (  ((((( )     =   ( a + b ) (  (A-B   



(A-B   =  ((((

Absolutní chyba rozdílu  A -B    je              





                (((((

( A-B  =  ((((

                 a - b

Relativní chyba v určení rozdílu   je    









Důkaz)



Zápis     A =  a  ( ((    znamená   A ((( a - (((a + ((((   tj.      a ( ((( A (  a  + (       .........................      (1)

               B  =  b  ( (           (          B (((  b - (((b + ((((   tj.      b  (((( B (( b ( (         .........................      (2) 

(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((

((((((((((((((                              (((((((((((((((((((((

      a - (               a            a + (                                        b - (                            b                   b + (               



Rozdíl   A - B   bude mít   dolní hranici :       c1 =  ( a - ( ) - ( b + ( )  = a - b - ( ((((  )

                                          a horní hranici :       c2 = ( a + ( ) - ( b - ( )  =  a - b + ( (((( )



Střední hodnota rozdílu   A - B   je      1/2 ( c2 + c1 ) = a - b 



Absolutní chyba rozdílu  A -B    je      1/2 ( c2 - c1 )  =  (((( = (A-B 

(A-B   =  ((((



                                                         tj.



                 (((((

( A-B  =  ((((

                 a - b

Relativní chyba v určení rozdílu   je    

 







                                                                                                                                                ((      (

Toto číslo určující relativní chybu rozdílu může být větší než kterékoliv z čísel      (( ,   (

                                                                                                                                                a        b    (

stane se tak tehdy, je-li jmenovatel   a-b  malý, tj. čísla  a, b  přibližně stejná.

Proto se vyhýbáme takovým měřícím metodám , ve kterých by výsledek vzcházel jako rozdíl 2 měřených hodnot , málo se od sebe co do velikosti lišících

  

příklad:

  Kdybychom např. určili vážením hmotnost pyknometru   M = ( 27,108 (0,026 ) g , tj. s relativní chybou

0,1( , a hmotnost téhož pyknometru s malým množstvím  N kapaliny  M+N = ( 27,108+0,029 ) g s touž relativní chybou 0,1( , pak hmotnost  N = 0,726 g můžeme odtud určit jen velmi nepřesně.

Absolutní chyba může totiž nabýt hodnoty 0,026+0,029 = 0,055, tj 7( hodnoty N.

Této nepřesnosti se vyvarujeme, jestliže místo těžkého pyknometru užijeme lehké misky.

Bude-li např. při stejných relativních chybách jako dříve 

M = ( 1,315 ( 0,001 ) g     ,       M + N = ( 2,041 ( 0,002 ) g     pak    N = ( 0,726 ( 0,003 ) g , 

tj. relativní chyba v určení  N   je pouze 0,4(   místo dřívějších  7(.













3 )  Relativní    chyba   v   určení    součinu      A.B   :



         A =  a  ( ((

         B  =  b  ( (

         

         A.B  =  ( a  ( (( ) . (b  ( ( )  = ab ( a(  (  b( ( ((   =  a.b  (  ((b + (a )        .....       (((((- zanedbáváme(

                  =  ab  (  (AB



(AB   =(b + (a

             Absolutní chyba  součinu  A.B    je 

             (AB          (b            (a

( AB((((( = ((  +   ((  = (A + (B

             a.b        ab            ab





 

        Relativní  chyba součinu   A.B     je 





   

        Relativní  chyba součinu  A.B  se nejvýš rovná součtu relativních chyb obou činitelů

        ( toto pravidlo lze rozšířit na lib. počet činitelů ).





Důkaz )



Zápis     A =  a  ( ((    znamená   A ((( a - (((a + ((((   tj.      a ( ((( A (  a  + (       .........................      (1)

               B  =  b  ( (           (          B (((  b - (((b + ((((   tj.      b  (((( B (( b ( (         .........................      (2) 

(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((

((((((((((((((                              (((((((((((((((((((((

      a - (               a            a + (                                        b - (                            b                   b + (               



  ab - (b - (a + (( ( AB ( ab + (b + (a + ((  .......((((( 0 proto zanedbáváme(...........................(1) + (2)



dolní mez   :  c1 = ab - (b - (a

horní mez   :  c2 = ab + (b + (a

 

Střední hodnota součinu      AB        je      1/2 ( c2 + c1 ) =   ab



Absolutní chyba součinu    AB         je      1/2 ( c2 - c1 )  =   (b + (a



                                                                                       (AB           (b + ((a        (      (

Relativní chyba součinu      AB         je       (AB  =  ((  =  ((((  =  (((((   =   (A +  ({ 

                                                                                        ab               ab               a      b 





příklad)

	Hrany kvádru byly měřením určeny takto :

	a = ( 1,783 ( 0,002 ) cm , tj. s relativní chybou  0,11( ,

	b = ( 1,315 ( 0,002 ) cm , tj. s relativní chybou  0,15( ,

	c = ( 8,56   ( 0,03 )    cm , tj. s relativní chybou  0,35( .

	Pro objem  podle pravidel o násobení neúplných čísel   V = abc = 20,07 cm3.

	Relativní chyba v jeho určení bude součet relativních chyb jednotlivých hran,

	tj.   (AB  = ((A + ((B(+ (c  = 0,11( + 0,15( + 0,35(

	       (AB  =  0,6( ,

	takže absolutní chybu součinu určíme z relativní chyby součinu            

                             (AB  

                 (AB(((((   (      (AB  =  (AB. ab    = 0,006. 20,07 = 0,12

                              ab

	Proto  

		V = ( 20,1 ( 0,1 ) cm3 .



4)  Relativní  chyba v určení  podílu      A/B    : 



A =  a  ( ((

B  =  b  ( (



Zápis     A =  a  ( ((    znamená   A ((( a - (((a + ((((   tj.      a ( ((( A (  a  + (       .........................      (1)

               B  =  b  ( (           (          B (((  b - (((b + ((((   tj.      b  (((( B (( b ( (         .........................      (2) 

	                                                                                              1            A         1

                                                                                                        (((  (( ((( (( ((  .........................      (3)

                                                                                                          b ( (          B       b  ((( 

(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((

((((((((((((((                              (((((((((((((((((((((

      a - (               a            a + (                                        b - (                            b                   b + (               



                                                                                                    a - ((          A          a + (

                                                                                                   (((  (( ((( ((  (((   ....................... (1).(3)

                                                                                                      b ( (          B         b  (((      

                                a - ((

dolní mez   :  c1  = (((

                                 b ( (



                                a + (                        

horní mez   :  c2 = (((  

                                b  (((

                                                                                                       a + (              a - ((              

Střední hodnota podílu   A/B     je      1/2 ( c2 + c1 )  = 1/2 ( (((    +    (((   )  =   

                                                                                                       b  (((              b ( (

                                                       ab+(b(+(a(((+ab-(b-(a+ ((                                                   a b

                                       =  1/2  ((((((((((((((   (((  zanedbáváme  (  =  (((

                                                                        b2 - (2                                                                                                                  b2 - (2

 

Absolutní chyba v určení podílu   A/B     je 



                                                       a + (              a - ((                       ab+(b+(a+((-ab+(b+(a-((          (b +  (a

(A/B =    1/2 ( c2 - c1 )  =       1/2 ( (((    -    (((   )  =   1/2  (((((((((((((  = (((((

                                                       b  (((              b ( (                                         b  2 - (2                                 b2 - (2

              (b +  (a

(A/B =  (((((

                b2 - (2













Relativní chyba v určení podílu   A/B      je



                (A/B            ( (b+(a )            ( b  2 - (2 )              (b+(a               (            (      

(A/B =  (((  =  (((((   .  (((((  =   (((((   =  ((   +  ((    = (A +   (B   

                 a/b           ( b  2 - (2 )                ab                           ab                   a             b



(A/B   = (A +   (B





Relativní    chyba    podílu    A/B   se  nejvýš  rovná  součtu  relativních  chyb  čitatele  a  jmenovatele













5)  Relativní  chyba  v  určení  mocniny     An  :     



n-tá mocnina   se dá jinak vyjádřit jako součin n činitelů         A = a (((





(n= n. (A



Z věty o relativní chybě součinu pak pro relativní chybu mocniny  plyne   :



( n   =    (n. an

                            (n

                (n  =  (                    pak         absolutní chyba odmocniny     :            

                           an   









příklad :

	A3 = ( a ((( )3 = a3 + 3a2((()  +3a((()2 +((()3     ..............................  (3a((()2 +((()3  ((   - zanedbáváme  (    

	A3  = a3	(   3a2(

	(     =   3a2(                        

	(((((a  = 3a2( / a3= 3(/a  =  3 (A   

                                                            















6)       Relativní   chyba   v určení    n-té     odmocniny    z A   :





	A = a (((

            1

 ((( =  (  ((A

             n





	

	Relativní chyba   n-té  odmocniny   z   A   je  :







((   =  n(a   .  ((



	Absolutní chyba  n-té odmocniny  z   A    je    :    





















  Závěr  :

 Při sčítání zůstává relativní chyba toho sčítance, který byl určen nejméně přesně.

 Při násobení a dělení se relativní chyby sčítají.

 Při umocňování se relativní chyba násobí mocnitelem.

  Při odmocňování se relativní chyba dělí odmocnitelem.





Příklad:

	Ukázkový protokol :   



	Jméno a příjmení žáka :							Pracováno dne :

	třída :									Teplota vzduchu :

	škola :									 Tlak vzduchu :



	Byla měřena hustota   (    kvádru se čtvercovou podstavou.

	Je-li   a  hrana podstavy ,  b  výška kvádru ,  pak jeho objem  V = a2 .b .

Označíme-li   M hmotnost kvádru,  bude  jeho hustota             M

						     ((((((     .

						            a2 .b     

Rozměry kvádru byly měřeny posuvným měřítkem s dvacítkovým noniem, takže délky byly odčítány na  0,05 mm.	    Oba rozměry byly měřeny desetkrát na různých místech kvádru.

	Hmotnost byly určena vážením na laboratorních vahách s citlivostí  2 dílky na cg.

	U výsledných veličin byla počítána střední kvadratická chyba .



Číslo

měření�          a

       (cm (�         (a

    ( cm (�     (a2

   ( cm2(�      b

     (cm (�       ( b

     (cm (�     ( b2

     (cm2(��        1.�     1,985�   0,010�   0,000 100�       6,000�     - 0,007 5�0,000 056 25��        2. �     1,990�   0,005�   0,000 025�       5,990�       0,002 5�0,000 006 25��        3.�     2,000�  -0,005 �   0,000 025�       5,985�       0,007 5�0,000 056 25��       4.�     1,990�   0,005�   0,000 025�       5,990�       0,002 5�0,000 006 25��       5.�     1,995�   0,000�   0,000 000�       5,995�     - 0,002 5�0,000 006 25��       6.�     2,005�  -0,010�   0,000 100�       5,995�     - 0,002 5�0,000 006 25��       7.�     2,000�  -0,005 �   0,000 025�       6,000�     - 0,007 5�0,000 056 25��       8.�     2,000�  -0,005�   0,000 025�       5,985�       0,007 5�0,000 056 25��       9.�     1,995�   0,000�   0,000 000�       5,990�       0,002 5�0,000 006 25��     10. �     1,990�   0,005�   0,000 025�       5,995�     - 0,002 5�0,000 006 25���

(a=1,995cm�  + 0,025

   - 0,025�

   0,000 350�

(b=5,9925cm�   + 0,022 5

    - 0,022 5�

0,000 262 50��

Absolutní střední chyba  veličiny   a   je    ( ( 0,00 350 : 90 ) = 0,002.

Je tedy     a = ( 1,995 ( 0,002 )  cm   s relativní chybou  (a  = 0,1 (.

Odtud vypočteme   a2 = 3,979 cm2  s relativní chybou ( = 0,2 ( .



Absolutní střední chyba  veličiny   a   je   ( ( 0,000 262 5 : 90 ) = 0,0017 = 0,002.

Takže     b = (  5,993 ( 0,002 ) cm    s relativní chybou  (b = 0,03 (.



Pak objem      V = a2 .b  =  23,842 cm3   s relativní chybou      (V =   ( +  (b  =    0,2 ( +  0,03 ( = 0,23 (.

Absolutní chyba  veličiny V je            (V = (V. (V  = 0,05 . 

Je tedy objem  V = ( 23,84 ( 0,05 ) 	cm3 .



Vážení kvádru :

	n1  =    9,5

		r1   =    9,0		z  =  66,05 g

r2   =  11,5		z´ =  66,07 g

	n2  =    9,7  

                           -------------------------------------------------------------

		M = ( 66,06  (  0,01 ) g s relativní chybou  (M  =    (M /(M  =  0,01: 66,06  

           (M  =    0,02(.

Pro hustotu pak dostaneme  ( = M/V = 66,06g : 23,84 cm3  = 2,771  g/ cm3 s relativní chybou

(( = (V. (M =   0,23 (  (    0,02 (  =  0,25  (,

tj s absolutní chybou   (( = (( . (V = 2,771 . 0,00025 = 0,0069275 = 0,007



Hustota kvádru    (  = ( 2,771 (  0,007 )  g/ cm3  =  ( 2 771  ( 7 ) kg/ m3  .

Kvádr byl ze slitiny hliníku. Čistý hliník má hustotu ( = 2 690 kg/ m3  .

�STRÁNKA  �17�





�STRÁNKA  �17�










